EQUACOES DIFERENCIAIS: UMA ABORDAGEM
PARA GRADUACAO

-~

_ (@ Revista Eletrénica Multidisciplinar

D O FACEAR

ISSN: 2316-2317

Marcelo F. de Oliveira®; Licéia A. Pires?®

! Universidade Federal do Parana
2 Faculdade Educacional Araucaria

RESUMO

A analise do comportamento de um fenémeno fisico € muito importante para o desenvolvimento
de pesquisas. Esses comportamentos podem ser descritos através de modelos matematicos que
sdo denominados de equacdes diferenciais. Entender o que sdo essas equacgbes € de
fundamental importéncia para o desenvolvimento cientifico. Muitas vezes, nos cursos de
graduacdo em matematica, essas equacgdes ndo sdo abordadas, ou quando sdo nédo é dado o
verdadeiro enfoque sobre a real necessidade de estudo, ou aplicacdo de tais equagdes. A solucdo
de equacgdes diferenciais necessita de um tratamento matematico, que dependendo da equacao
pode ser algo simples de fazer ou muito complicado. Esse tratamento matematico é visto em salas
de aulas de cursos de graduagdo, mas muitas vezes o que deixa de ser apresentado aos alunos é
para que servem as equaces diferenciais, e como podem ser aplicadas para resolver problemas
praticos. Nesse contexto é que se propde nesse artigo, apresentar conceitos basicos de equacgdes
bem como algumas aplicagbes mais simples, que podem ser usadas pelos professores como
motivacéo para o ensino e estudo de tal contetdo.
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ABSTRACT

The behavior of a physical phenomenon is very important for the development of research . These
behaviors can be described by mathematical models that are called differential equations.
Understanding what these equations is of fundamental importance to the scientific development.
Often in undergraduate courses in mathematics , these equations are not addressed, or are not
given the true focus on the real need for study or application of such equations. The solution of a
differential equations requires a mathematical treatment , which depending on the equation can be
sometime simple or very complicated to do . This mathematical treatment is seen in classrooms of
undergraduate courses, but many times is not presented to the students is what are the differential
equations , and how they can be applied to solve practical problems . In this context it is proposed
in this paper , introduce basic concepts of equations and some simple applications that can be
used by professors as a motivation for the teaching and study of such content ..
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1. INTRODUCAO

O interesse em entender diversos fenbmenos fisicos, que envolvem taxas de
variagles, tem sido objeto de estudos e pesquisas ha muito tempo. Tais fenbmenos
podem ser representados matematicamente através de equacdes diferenciais.

Segundo LEITHOLD (1994), equacdes diferenciais tem grande aplicacdo na
matematica, e as pesquisas sobre a evolucdo de certos fenbmenos sao susceptiveis de
tratamento matemético, o que geralmente esta relacionada as equacdes diferenciais. E
ainda de uma maneira mais simplificada dada por GREENBERG (1998), problemas em
ciéncia e engenharia, que tem formulagdo matematica, sdo direcionados por equagdes
envolvendo derivadas de uma ou mais fungbes desconhecidas, denominadas equagbes

diferenciais.

Tais equagbes tem um papel muito importante em aplicagbes praticas,
principalmente na area das engenharias, da biologia, dentre outras, que tem como
enfoque principal desenvolver solu¢des para problemas reais. Um exemplo claro disso &
na engenharia civil, quando se projeta prédios é necessario um estudo sobre as
oscilagbes que essa estrutura podera sofrer, tal anélise é feita matematicamente atraves
de modelos que usam soluc¢des de uma Equacéo Diferencial (ED), outra aplicacdo, esta

relacionada a problemas que envolvem populacdes e suas taxas de variagao.

Em uma equacéao diferencial, o objetivo € determinar uma fun¢éo que rege um
determinado problema, e ndo um valor para a variavel, como em outros tipos de
equacoes.

No entanto, ndo € raro ao terminar um curso de E.D.O, que os alunos, em
especial os dos cursos de licenciatura em matematica, percebam que ndo sabem para
que serve as equacgbes, ndo consigam aplicar o que aprenderam e muitas vezes se
darem conta, de que ndo conseguiram assimilar os principais conceitos que envolvem a
disciplina ou o contetdo que foi visto.

Se os alunos perceberem que existe uma aplicagéo real, para o conteudo
estudado eles terdo uma visdo mais critica com relacdo ao que estdo estudando,
e assim como nos diz FREIRE (2006, p.10) “ O que estuda se sente desafiado
pelo texto em sua totalidade e seu objetivo é apropriar-se de sua significacao

profunda”.
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2. TIPOS DE EQUACOES DIFERENCIAIS E SUAS APLICACOES

Equac0es diferenciais sdo equacdes que envolvem derivadas de fungcbes de
uma ou mais variaveis. Essas derivadas podem ser de qualquer ordem.

As equacles diferenciais dividem-se basicamente em dois tipos, equacdes
diferencias ordinarias (EDO) e as equacdes diferenciais parciais (EDP).

Um exemplo bem conhecido e simples de equacao diferencial € uma das leis
mais famosa que foi enunciada por Newton:

F=ma (0.1)
que na verdade é uma equacao diferencial, que pode ser escrita da seguinte forma:
2
F= m.d—2S
dt (0.2)

Essa equacdo € uma E.D. de segunda ordem, pois a maior derivada da

funcao é 2.

2.1 Equacdes Diferencias Ordinérias

As equacdes diferenciais ordinarias (EDO) sdo um tipo bem simples
dessas equacdes, envolvendo apenas funcdes com uma Unica variavel. Por
dependerem apenas de uma variavel e serem relativamente simples de resolver,
sdo chamadas de E.D.O. A equacédo (0.2) € uma EDO, pois S é funcdo apenas do
tempo (t).

A solucéo dessa equacédo € simples de ser encontrada, como a funcao
s6 depende de uma variavel, basta integrar duas vezes em relacdo a variavel de
dependéncia. Nota-se que apls efetuada as duas integrais ficardo duas
constantes, que devem ser determinadas com informacdes inerentes ao problema
especifico, tais informacfes sdo chamadas de condi¢des iniciais e/ou condi¢bes
de contorno.

Em se tratando de tempo, € comum a preocupacao com o crescimento
populacional ao passar dos anos. Em 1798, Thomas Maltus apresentou uma
modelagem para esse problema. Na sua teoria, o crescimento populacional se
daria em uma progressao aritmética, enquanto o crescimento populacional seria
em progressao geométrica. A idéia principal da teoria de Maltus era a “hipétese

de que a taxa segundo a qual a populacédo de um pais cresce em um determinado
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instante e proporcional a populacdo total do pais naquele instante” ZILL (2009,
p.23).

Em termos de equacdo diferencial, essa hipétese pode ser descrita
pela equacéo diferencial ordinaria linear dada por dP/dt = k. P onde P: populacéo;
t: tempo e k: taxa constante.

Kt onde P, é a

Resolvendo essa equacao, temos que P(t) = P . e
populacao inicial, ou seja Py = P(0), e desta forma se k > 0 a populagéo
continuara a crescer, se k < 0 a populacao ira decrescer com o passar dos anos.

Esse € mais um exemplo simples de como as equacgles diferenciais
estdo relacionadas a situacdes praticas.

Uma outra variacdo para esse problema pode ser: indicando-se por
Q(t) a quantidade de pessoas que tomam conhecimento sobre o aumento no
preco da cesta basica no instante t e por K(t) a quantidade total da populacao

pesquisada, tem-se que a taxa que representa o nimero de pessoas que tomam

. 7 d , ~
conhecimento do aumento € dada por d—f e 0 numero de pessoas que ndo sabem

sobre o aumento € dado por K(t) — Q(t), e a equacédo diferencial obtida de tal

situacdo pode se expressa por: f = k(K-Q), onde k representa uma constante de

proporcionalidade.

Na economia também podem aparecer as equacfes, como por
exemplo (ABUNAHAMAN, 1982, p.26): “Um investidor aplica na bolsa de valores
determinada quantia que triplica em 30 meses. Em quanto tempo essa quantia
estard quadruplicada, supondo-se que 0 aumento € proporcional ao investimento
feito?”

A equacao que expressa tal situacdo pode ser dada por Z—"': =ky

Sendo yp 0 investimento no tempo t = 0 e y a quantia a cada instante.
Com y € a incognita do problema e t a variavel independente pode-se
escrever

d
& _ ydr
¥

Resolvendo a integral, para o investimento y =y, e t=0, tem-se,

Revista Eletronica Multidisciplinar FACEAR



Equac0bes Diferenciais: Uma abordagem para Graduacéo

y= Yoe*
para t = 30 meses, y = 3y, logo, 3 =e3*
sey=4y, e 4=¢e e 430 =e** =3t entdo4® =3t

Aplicando o logaritmo, tem-se t = 37,8 meses.

2.2 Equacgdes Diferencias Parciais

As equac0es diferenciais parciais ou EDP sdo um tipo mais geral de
equacdes. Sao equacdes que envolvem derivadas de fungdes com mais de uma
variavel, logo essas derivadas sédo derivadas parciais.

Um exemplo simples desse tipo de equacao é a equacao da difusao,
gue rege problemas de distribuicdo de temperaturas em corpos solidos, para mais
detalhes sobre o problema € indicado ao leitor ver Oliveira (2011).

d?u(x,t) _ 1du(xt)
dx? k dt

Nota-se na equacao (0.3) que u é uma funcdo de duas variaveis
independentes, x e t.

(0.3)

2.3 Solucao de uma E.D.

Existem diversas técnicas para resolver uma ED, mas o objetivo

principal é encontrar uma funcéo que satisfaca a equacao a ser resolvida.
Exemplo 1

Dada a EDO:

d’y dy
2= Y _3y—0 0.4
dx2+dx y ©.4)

E necessario encontrar uma funcéo y(x), que satisfaca a igualdade.

Uma funcéo que pode ser adotada € uma exponencial:
y(x) =e™" (0.5)

Fazendo as derivadas primeira e segunda:
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% =me™” (0.6)
2
% =m’e™ (0.7)

Substituindo-se na equacéao (0.4) e determinar os valores de m.

Assim uma solucgédo para a E.D.O (0.4) é dada por:

3

y(x)=e*+e?’ (0.8)
3. CONCLUSAO

Este artigo apresentou que as equacg0des diferenciais sdo equacdes que
envolvem derivadas de fungbes e consequentemente, podem ser usadas para
resolver ou modelar situaces sobre taxas de variacdes de variaveis. Resolver
uma equacdo diferencial € buscar uma funcdo que venha a satisfazer uma
determinada equagao.

Sao inumeras as aplicacbes de equacgbes diferenciais, os exemplos
mostrados aqui, fazem referéncia a modelos que variam ao longo do tempo, e
podem ser chamados de sistemas dinamicos.

No entanto percebe-se nos cursos de graduagdo em especial nos
cursos de licenciatura em matematica, que os professores ao trabalharem com
seus alunos licenciandos, ndo apresentam o contetdo ou mesmo a disciplina,
como algo aplicado, que pode ser pensado, reelaborado, que pode ser usado
para modelar problemas fisicos reais. Desta forma, muitas vezes as aulas ficam
restritas apenas em apresentar o que sdo equacdes diferenciais, suas
classificacOes e as diversas formas de resolucéo, e assim os alunos ja recebem

tudo pronto e néo se sentem desafiados a novas descobertas.
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